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یده چ

و تابع مفهوم به اول بخش در است. شده تنظیم و تهیه نوورود دانشجویان برای تابع ها به مربوط مطالب مرور منظور به رو پیش متن

توابع شامل خاص، توابع دوم بخش در است. شده اشاره توابع نمودار رسم برای شناخته شده انتقال های از استفاده و آن ویژگ های

در موفق شرکت برای خواننده که است ویژگ هایی بر اصل تاکید بخش، این در شده اند. مرور مثلثات توابع و نمایی و اریتم ل

شده اند. گنجانده حل شده مثال های در آموزش نکات از بخش دارد. نیاز آن ها به م رسد نظر به اه دانش عموم ریاض درس های

یا خلاصه نوع به که قسمت هایی بفرمایند. کاف توجه نیز مثال ها به متن این مطالعۀ در محترم خوانندۀ م شود پیشنهاد رو این از

شده اند. جدا اصل متن از جعبه هایی، در م رسند مهم نظر به یا هستند بخش ی جمع بندی



١ بخش

تابع

وقت واقع، در است. «x از تابع y» گوییم حالت این در شود، تعیین x مانند ری دی متغیر مقدار با آن مقدار که باشد متغیری y اگر

براساس را خود مقدار است ناچار y متغیر و کند اختیار را مقادیری مستقل طور به م تواند x متغیر یعن x از تابع y م گوییم

زیر مثال چند با م روند. کار به واقع کمیت های برای قرارداد عنوان به x و y نام های که کنید توجه کند. تعیین x متغیر مقدار

است. ر دی متغیر از تابع متغیر کدام که کنیم بررس م خواهیم

این در باشد. a مقسوم علیه های تعداد دهندۀ نشان b و ١٠٠ از کمتر صحیح مثبت عدد ی دهندۀ نشان a کنیم فرض .١ مثال

این تشخیص برای بود. خواهد ۴ برابر  b آنگاه باشد ۶ برابر a اگر مثال عنوان به a»؟ از تابع b» یا است «b از تابع a» صورت

م توان باشد معلوم b مقدار اگر آیا مثال، این در کرد. تعیین را ر دی متغیر مقدار م توان متغیر کدام بودن معلوم با ببنیم باید موضوع

ی از بیش چون نم توانیم! که است واضح کنیم؟ تعیین را a مقدار م توانیم آیا b = ۴ بدانیم اگر مثلا کرد؟ تعیین را a مقدار

تعیین را b مقدار م توان راحت به آنگاه باشد معلوم a مقدار اگر اما ۴تاست. برابر مقسوم علیه هایشان تعداد که دارد وجود عدد

است. a از تابع b وییم ب م توانیم بنابراین کرد.

اگر م گذرد. او تولد روز از که باشد روزهایی تعداد دهندۀ نشان b و سال برحسب فرد ی سن دهندۀ نشان a کنیم فرض .٢ مثال

بنابراین کرد. محاسبه a یعن سال برحسب را فرد سن م توان راحت به باشد معلوم فرد تولد از گذشته روزهای تعداد bیعن مقدار

تولد از روز چند گفت دقیق طور به نم توان باشد، معلوم a یعن سال برحسب فرد سن اگر ول است. b از تابع a گفت م توان

باشد. گذشته تولدش از روز ٣٧٠ یا روز ٣۶۵ است ن مم است ی ساله که کس مثلا است. گذشته او

تابع b نه و است b از تابع a نه صورت این در باشد. او سالیانۀ درآمد دهندۀ نشان b و فرد سن دهندۀ نشان a کنیم فرض .٣ مثال

کرد. تعیین را ری دی مقدار نم توان ی بودن معلوم با چون است؛ a از

تعیین x مقدار روی از دقیق طور به را y مقدار بتوان که است این باشد x کمیت تابع y کمیت که این برای مهم نکتۀ بنابراین

م گوییم. وابسته متغیر y به و مستقل متغیر x متغیر به کرد.
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مرتبط ر دی مجموعۀ ی از فرد به منحصر عضو ی به را مجموعه ی عضو هر که است قانون تابع ی .١ تعریف

زوج دو هیچ آن در که کرد تعریف مرتب زوج های از مجموعه ای صورت به م توان را تابع ر، دی عبارت به م کند.

باشند. متفاوت دوم مولفه های و سان ی اول مولفه های دارای که ندارد وجود مرتبی

Df به را f تابع دامنۀ معمولا م گوییم. برد دوم مولفه های مجموعۀ به و دامنه اول مولفه های مجموعۀ به نمایش این در

م دهیم. نشان Rf با را آن برد و

م کنیم. مرور را اخیر شدۀ گفته نکات مثال چند با

از عضو ی {٠, ٢, ٣} دامنه مجموعۀ اعضای ی هر به زیرا است. تابع ی f = {(٠, ١), (٢, ١), (٣, ۴)} مجموعۀ .۴ مثال

نظیر مقدار دو ٠ عضو به زیرا نیست. تابع f = {(٠, ١), (٠, ٢), (٣, ۴)} مجموعۀ ول است. کرده نظیر را {١, ۴} برد مجموعۀ

چیست. {١, ۴} در نظیرش مقدار نم دانیم ٠ مقدار داشتن دست در با واقع در است. کرده

است تابع ی زیر مجموعۀ .۵ مثال

g = {(٢, ١), (۴, ٢), (۶, ٣), (٨, ۴)}·

داد نمایش م توان هم زیر صورت به را مجموعه این

g =

{
(x, y) : x ∈ {٢, ۴, ۶, ٨}, y =

x

٢

}
·

نیست تابع ی زیر مجموعۀ .۶ مثال

h =

{
(x, y) : x ∈ R, y٢ = x

}
·

باشد، ۴ برابر x مقدار مثلا اگر زیرا نیست. x از تابع y که است این منظورمان نیست تابع مجموعه این م گوییم وقت کنید توجه

باشد. −٢ یا ٢ م تواند y مقدار کنیم؛ تعیین تا ی صورت به را y مقدار نم توانیم

زیرمجموعه هایی تابع ی برد و دامنه وقت معمولا شدیم. آشنا مرتب زوج های یعن تابع ها نمایش روش های از ی با اینجا تا

محور ی روی را دامنه م توانیم که ل ش بدین داد. نمایش مختصات دستگاه از استفاده با را تابع م توان هستند حقیق اعداد از

x محور افق محور به معمولا هستند. حقیق اعداد محور محورها، این دو هر دهیم. نشان عمودی محور ی روی را برد و افق

برای م کند. معرف x متغیر به وابسته متغیری عنوان به را y متغیر y = x٢ رابطۀ مثلا م شود. گفته y محور عمودی محور به و

سپس م کنیم. محاسبه را y برای نظیر مقدار و م گیریم نظر در x برای مختلف مقادیر مختصات دستگاه در تابع این نمایش

گرفتیم نظر در را زیر جدول مقادیر ما م کنیم. رسم دستگاه در را حاصل نقطه های

x −٢ −١ −١
٢ ٠ ١ ٢

y ۴ ١ ١
۴ ٠ ١ ۴
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مختصات دستگاه در y = x٢ تابع نمایش :١. ١ ل ش

آن کردن متصل با سپس و زدیم حدس را آن نمایش کل ل ش تابع، از نقطه چند رسم با ما م کنید، ملاحظه که طور همان

ما که جاهایی در تابع است ن مم چون نیست. مطمئن خیل نمایش روش این البته دادیم. نمایش دستگاه در را آن هم به نقاط

دستگاه در تابع ها نمایش برای مطمئن تری روش های آینده بخش های در باشد. داشته نشده پیش بین رفتاری نکرده ایم مقدارده

داد. خواهیم ارائه مختصات

دکارت مختصات دستگاه در تابع نمایش نقاط مجموعۀ به باشند، R از زیرمجموعه هایی تابع برد و دامنه اگر .٢ تعریف

گوییم. تابع نمودار

روی را برد اعضای و x محور روی را دامنه اعضای که فرض این با باشد تابع ی نمودار دهندۀ نشان م تواند زیر ل ش آیا .٧ مثال
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رابطه ی از نموداری :١. ٢ ل ش

نظیر برد از اعضایی چه به عضو آن که م شود معلوم دامنه، اعضای از ی روی عمودی خط ی رسم با داده ایم، نشان  y محور
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است. شده نظیر برد اعضای از تا دو به دامنه اعضای از ی کند، قطع را ل ش جا دو در عمودی خط ی اگر بنابراین است. شده

نم تواند شده رسم ل ش بنابراین است. کرده نظیر را برد عضو دو دامنه، از x = ١ نقطۀ به شده رسم عمودی خط ١. ٢ ل ش در

باشد. تابع ی نمودار

را زیر تابع مجموعه ای نمایش م کنیم. معرف مثال ی با را نمایش این است. تابع نام از استفاده تابع ها نمایش برای ر دی راه ی

یرید ب نظر در

g = {(٢, ١), (۴, ٢), (۶, ٣), (٨, ۴)}·

.g(٨) = ۴ و g(۶) = ٣ ،g(۴) = ٢ م نویسیم مشابه طور به .g(٢) = ١ م نویسیم م کند، مرتبط ١ به را ٢ عدد g تابع چون

م گوییم. تابع نمادگذاری را نمادگذاری این

تابع این دادن نشان برای مرتب زوج از بخواهیم اگر .x ∈ R و y = x٢ که طوری به باشد x از تابع y کنیم فرض .٨ مثال

بنویسیم م توانیم کنیم استفاده

f = {(x, y) : x ∈ R, y = x٢}·

داریم مثلا .y = f(x) = x٢ نوشت م توان بنابراین م کند. نظیر x٢ به را R مجموعۀ از x مانند عضو هر تابع این

.f(٢) = ٢٢ = ۴ و f(−٣) = (−٣)٢ = ٩ ،f(١) = ١٢ = ١

کنیم فرض .١ تمرین

h = {(١, ۴), (۶, ٠), (٧, ٩)}, f(x) =
√
x− ٣

اگر x مقدار (ت) و f(٧) (پ) ،h(w) = ٠ اگر w مقدار (ب) ، h(٧) (الف) کنید: محاسبه را زیر مقادیر صورت این در

.f(x) = ۵

متغیر نمایش این در چیست. دوم و اول مولفۀ بین رابطۀ م کند بیان فقط g(x) = ٢x + ١ صورت به تابع ی تعریف

این به م کنیم. تعیین آن وسیلۀ به را اول مؤلفۀ با دوم مؤلفۀ ارتباط و م گیریم نظر در اول مؤلفۀ برای ما که است نام فقط x

صورت به م توان را تابع این نیست. مهم اصلا ظاهری متغیر برای رفته کار به انگلیس حرف م شود. گفته ظاهری متغیر متغیر،

نوشت. هم g(t) = ٢t+ ١ یا g(■) = ٢■+ ١

به باید تابع تعریف همواره .f : A → B م نویسیم م کند، نظیر B مجموعۀ اعضای به را A مجموعۀ اعضای f تابع وقت

آن ها در که دارد وجود مواردی همچنین، کرد. تعیین دامنه روی از را تابع برد م توان مواقع برخ در اما باشد. برد و دامنه همراه

است. اول مولفه های برای ن مم مجموعۀ بزرگترین دامنه از منظور

وید. ب هم را آن برد و دامنه م کند تعیین را تابع که کس داریم انتظار ما کنید. تعیین را f(x) = x٢ تابع برد و دامنه .٩ مثال

دلخواه عضو هر که است واضح تابع ضابطۀ به توجه با چیست. تابع این برای ن مم دامنۀ بزرگترین که است این سوال این منظور
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اعداد مجموعۀ با م شود برابر است، نامنف x٢ مقدار x هر برای که این به توجه با آن برد ول ذاریم. ب x جای به م توانیم را R از

یعن . نامنف

Df = R, Rf = [٠,∞).

زیر عبارت که است وقت تابع این برای ن مم دامنۀ بزرگترین کنید. تعیین را g(t) =
√

٢t− ١ تابع برد و دامنه .١٠ مثال

م دانیم طرف از .Dg = [١
٢ ,∞) بنابراین .t ≥ ١

٢ معادل طور به یا ٢t−١ ≥ ٠ باشیم داشته باید بنابراین باشد. نامنف ریشه گیری

.Rg = [٠,∞) پس است. نامنف هموار g(t) مقدار

به معمولا، برد، محاسبۀ و نامعادله یا معادله تعدادی حل به تابع دامنه محاسبۀ کردید، ملاحظه اخیر مثال های در که طور همان

برای نوین روش های با مشتق، و حد کاربردهای از ی عنوان به مشتق و حد بخش در م شود. منجر نظر مورد تابع از شناخت

شد. خواهید آشنا برد محاسبۀ

،f(a+١) (ب) ، f(a) (الف) کنیم. ساده سازی را زیر عبارت های از ی هر م خواهیم .f(x) = ٢x−٣ کنید فرض .١١ مثال

.f(x+ h)− f(x)

(الف)

f(a) = ٢a− ٣

(ب)

f(a+ ١) = ٢(a+ ١)− ٣ = ٢a+ ٢ − ٣ = ٢a− ١

(پ)

f(x+ h)− f(x) =

f(x+h)︷ ︸︸ ︷
٢(x+ h)− ٣ −

f(x)︷ ︸︸ ︷
(٢x− ٣) = ٢x+ ٢h− ٣ − ٢x+ ٣ = ٢h

،g(x+ h)− g(x) (ب) ،g(x− ٢) (الف) کنید. ساده سازی را زیر عبارت های از ی هر ،g(t) = t٢ − ٢ فرض با .٢ تمرین

.g(a+ ١) (پ)

.f(x) = g(x) باشیم داشته x ∈ Df هر برای ثانیاً و Df = Dg اولا هرگاه گوییم مساوی را g و f تابع دو .٣ تعریف

کنید رسم را زیر تابع نمودار نیم دایره). (نمودار ١٢ مثال

y = −
√

٩ − x٢

مبدأ از آن ها فاصلۀ که است برقرار صفحه از نقاط برای رابطه این .x٢ + y٢ = ٩ یا y٢ = ٩ − x٢ داریم طرفین کردن مربع با

هستند قابل قبول نامثبت مقادیر فقط ،y برای شده داده رابطۀ به توجه با .٣ شعاع و مبدأ مرکز به دایره ای یعن باشد؛ ٣ برابر مختصات

،y = ±
√
r٢ − x٢ ل ش به تابع های نمودار واقع در است. دایره پایین نیمۀ شده، داده تابع نمودار پس ببینید). را ١. ٣ ل (ش

است. r شعاع با (− علامت (با پایین نیم دایرۀ یا (+ علامت (با بالایی نیم دایرۀ
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y = −
√

٩ − x٢ نیم دایره نمودار :١. ٣ ل ش

از است عبارت م گذرد (a٢, b٢) و (a١, b١) نقطۀ دو از که خط معادلۀ م دانیم گذشته مطالب از (خط). ١٣ مثال

y − b١ = m(x− a١),

داریم ساده سازی کم با است. b٢−b١
a٢−a١

برابر و خط شیب m آن در که

y = mx+ma١ + b١·

x از تابع y که م دهد نشان این است. شده بیان x و y متغیر دو بین صریح رابطۀ ی اینجا در م کنید ملاحظه که طور همان

در که م دهیم نشان نیز y = ax+ b یا ax+ by+ c = ٠ صورت به را خط تابع ی م گوییم. خط تابع تابع، این به است.

b عدد است. ۴ .١ ل ش صورت به y = ax + b خط تابع نمودار که م شود ملاحظه راحت به هستند. ثابت اعداد c و b ،a آن

x محور و y محور ترتیب، به خط، ی نمودار که هستند نقاط این ها م نامیم. نیز خط مبدأ از طول را −b
a

عدد و مبدأ از عرض را

کنیم. وصل هم به و کنیم رسم را نقطه دو این است کاف خط ی رسم برای م کند. قطع را

نیز توابع م شدند. تعریف خود دامنۀ در ضابطه ی با دیدیم اخیر مثال های در که توابع همۀ چندضابطه ای). (تابع ١۴ مثال

ی گوییم. چندضابطه ای توابع را تابع ها این م شوند. تعریف مختلف ضابطه های به دامنه مختلف بخش های در که دارند وجود

م کنیم. معرف ادامه در را دسته این توابع معروف ترین از

قدرمطلق و ٣ م شود ٣ عدد قدرمطلق مثلا م کند. نظیر را مبدأ تا آن فاصلۀ حقیق عدد هر به که است تابع قدرمطلق، تابع

برد و R قدرمطلق تابع دامنۀ م شود. ٢ برابر مبدأ تا آن فاصلۀ که م بینیم ذاریم ب محور روی را −٢ اگر چون ٢؛ م شود −٢ عدد

نوشت م توان هم زیر صورت به را تابع این تعریف م دهیم. نشان |x| با را x عدد قدرمطلق است. نامنف حقیق اعداد آن

|x| =

x x ≥ ٠

−x x < ٠



تابع .١ بخش

b

-b

a

y = a x + b

.y = ax+ b خط تابع نمودار :۴ .١ ل ش

در را تابع این نمودار است. متفاوت بخش هر روی تابع ضابطۀ و شده تقسیم بخش دو به R یعن آن دامنۀ تابع این تعریف در

م کنید. ملاحظه ۵ .١ ل ش

-3 -2 -1 1 2 3

-1

1

2

3

|x| تابع نمودار :۵ .١ ل ش

م کنیم. معرف را حقیق اعداد روی توابع ویژگ های از ر دی ی ادامه در

کنیم فرض هستند. حقیق اعداد از زیرمجموعه هایی دو هر B و A که یرید ب نظر در را f : A → B تابع .۴ تعریف

گوییم صورت این در .I ⊆ A یعن باشد؛ f دامنۀ در بازه ی I

طول در چه هر یعن .f(a) ≤ f(b) باشیم داشته a < b که a, b ∈ I برای هرگاه است صعودی I روی f تابع •

صعودی اکیداً یا اکید صعودی را تابع نم شود. کمتر تابع مقدار م رویم پیش راست به چپ سمت از x محور

.f(a) < f(b) باشیم داشته a < b هر برای هرگاه گوییم



تابع .١ بخش

اکید نزول را تابع .f(b) ≤ f(a) باشیم داشته a < b که a, b ∈ I هر برای هرگاه است نزول I روی f تابع •

.f(b) < f(a) باشیم داشته a < b هر برای هرگاه گوییم نزول اکیداً یا

f تابع اگر .f(a) = k باشیم داشته a ∈ I هر برای که باشد موجود k عدد هرگاه است ثابت I روی f تابع •

.f(x) ≡ k م نویسیم تعریف هنگام معمولا باشد ثابت عددی خود دامنۀ کل روی

(−١, ٣) بازۀ روی ، نزول تابع (−∞,−١] بازۀ در تابع این یرید. ب نظر در ۶ .١ ل ش صورت به را f تابع نمودار .١۵ مثال

است. ثابت [٣, ۵] بازۀ روی و صعودی

-3 -2 -1 1 2 3 4 5
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3

4

مختلف بازه های در آن وضعیت و f تابع نمودار :۶ .١ ل ش

یرید ب نظر در را زیر چندضابطه ای تابع .١۶ مثال

g(x) =

٢x− ١ |x| ≥ ١

x٢ |x| < ١

x هایی مجموعۀ .|x| < ١ که مقادیری برای ری دی و |x| ≥ ١ که x از مقادیری برای ی است. شده تعریف ضابطه دو با g تابع

٢x − ١ تابع ضابطۀ xها از دسته این روی بنابراین، داد. نشان x ≤ −١ یا x ≥ ١ که صورت این به م توان را |x| ≥ ١ که

م کنیم. حذف را نم شود |x| ≥ ١ به مربوط که تابع این نمودار و م کنیم رسم R روی را ٢x − ١ ابتدا تابع رسم برای است.

م شود y = ٢x − ١ نمودار از بخش به مربوط خط چین بخش است. شده داده نشان قرمز رنگ با نمودار این ١. ٧ ل ش در

در که است xهایی معادل م کنند صدق |x| < ١ در که xهایی تمام مجموعۀ مشابه طور به است. |x| ≥ ١ ناحیۀ از خارج که

ملاحظه ل مش رنگ با را نمودار این ١. ٧ ل ش در م کنیم. رسم را y = x٢ تابع مجموعه این روی م کنند. صدق −١ < x < ١

م سازند. را g نهایی نمودار قرمز و مش بخش های اجتماع نهایت در م کنید.



تابع .١ بخش

y =
1

2
x +

1

2

y =x2

-3 -2 -1 1 2 3
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1

2

چندضابطه ای تابع ی نمودار :١. ٧ ل ش

هستند. حقیق اعداد از زیرمجموعه هایی دو هر B و A که یرید ب نظر در را f : A → B تابع .۵ تعریف

«نقاط در تابع مقدار از a نقطه در تابع مقدار هرگاه گوییم f تابع اکید نسبی مینیمم کنندۀ ی را a ∈ A نقطۀ •

مجاور» «نقاط از منظور گوییم. f تابع اکید نسبی م نیمم مقدار را f(a) حالت این در باشد. کمتر مجاورش»

م رسیم. آن ها به راست یا چپ به a از حرکت کم مقدار با که است نقاط تمام اخیر تعریف در a نقطۀ

«نقاط در تابع مقدار از a نقطه در تابع مقدار هرگاه گوییم f تابع اکید نسبی ماکزیمم کنندۀ ی را a ∈ A نقطۀ •

گوییم. f تابع اکید نسبی ماکزیمم مقدار را f(a) حالت این در باشد. بیشتر مجاورش»

تابع مقدار از a نقطۀ در تابع مقدار هرگاه گوییم A روی f تابع اکید سراسری مینیمم کنندۀ ی را a ∈ A نقطۀ •

گوییم. A روی f تابع اکید سراسری مینیمم مقدار را f(a) باشد. کمتر A نقاط سایر در

مقدار از a نقطۀ در تابع مقدار هرگاه گوییم A روی f تابع اکید سراسری ماکزیمم کنندۀ ی را a ∈ A نقطۀ •

گوییم. A روی f تابع اکید سراسری ماکزیمم مقدار را f(a) باشد. بیشتر A نقاط سایر در تابع

باشد. اکید نسبی ماکزیمم کنندۀ یا اکید نسبی مینیمم کنندۀ هرگاه گوییم اکید نسبی اکسترمم کنندۀ ی را a نقطۀ •

م شود. تعریف مشابه طور به اکید سراسری اکسترمم کنندۀ

a نقطۀ در تابع مقدار اکید سراسری مینیمم کنندۀ تعریف در مثلا اگر کردیم. تعریف را مفاهیم «اکید» ل ش ما فوق تعریف در

«مینیمم کنندۀ با اکید» سراسری «مینیمم کنندۀ تفاوت گوییم. سراسری مینیمم کنندۀ را a آنگاه باشد نقاط سایر در تابع مقدار از نابیشتر

مساوی ر دی نقطۀ ی در تابع مقدار با آن مقدار است ن مم باشد سراسری مینیمم کننده ی a اگر که است این در سراسری»

تعریف مشابه طور به فوق تعریف مفاهیم اکید غیر ل ش است. کمتر نقاط سایر f از اکیداً f(a) «اکید»، ل ش در اما باشد هم



تابع .١ تابعبخش نمودار .١. ١

م شوند.

f مقدار یعن .f(x) > f(١) داریم x ̸= ١ هر برای و f(١) = ٠ داریم یرید. ب نظر در را f(x) = (x− ٢(١ تابع .١٧ مثال

است. R روی f تابع اکید سراسری مینیمم کنندۀ a = ١ بنابراین است. کمتر دامنه نقاط سایر در تابع مقدار از a = ١ نقطۀ در

نسبی مینیمم کنندۀ حال عین در و سراسری مینیمم کنندۀ ی A ل ش این در م دهد. نشان را g تابع نمودار ١. ٨ ل ش .١٨ مثال

نقاط همۀ با را آن نم توان زیرا نیست نسبی ول است سراسری مینیمم کنندۀ C همچنین نیست. اکسترمم B که حال در هست نیز

است. سراسری ماکزیمم کنندۀ ی D نقطۀ نیستند. تابع دامنه در آن چپ سمت نقاط واقع در کرد؛ مقایسه آن مجاور

A B CD

g تابع سراسری و نسبی اکسترمم های :١. ٨ ل ش

در را تابع ی اکسترمم های محاسبۀ نحوۀ شویم. آشنا تابع اکسترمم مفهوم با م خواهیم فقط بخش این در که کنید توجه

دید. خواهید آت بخش های

تابع نمودار ١. ١

م توان آن ها از استفاده با که م شویم آشنا قوانین با بخش این در شدیم. آشنا (٢ تعریف (در تابع نمودار مفهوم با قبل بخش در

معلوم y = f(x) تابع نمودار م کنیم فرض بخش این موارد تمام در کرد. رسم را آن شبیه توابع نمودار تابع، ی نمودار روی از

رسم را y = f(x) تابع نمودار ابتدا م دهیم: انجام را زیر فرایند معمولا توابع، رسم برای تبدیلات این از استفاده برای است.

نقاط روی را شده گفته تبدیل م کنیم. مشخص را آن اکسترمم نقاط و محورها با y = f(x) نمودار تلاق نقاط سپس م کنیم.

رسم را y = f(x) روی تبدیل انجام از حاصل نمودار م کنیم تلاش راهنما نقاط این از استفاده با و م دهیم انجام مشخص شده

کنیم.

انتقال ١. ١. ١



تابع .١ تابعبخش نمودار .١. ١

صورت این در باشد حقیق عدد ی a > ٠ کنیم فرض .( افق (انتقال ۶ تعریف

راست سمت به واحد a اندازۀ به y = f(x) نمودار افق انتقال با y = f(x − a) تابع نمودار راست به افق انتقال

م آید. دست به

به چپ سمت به واحد a اندازۀ به y = f(x) نمودار افق انتقال با y = f(x + a) تابع نمودار چپ به افق انتقال

م آید. دست

است زیر صورت به y =
√
x تابع نمودار م دانیم .١٩ مثال

-2 -1 1 2
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پیشنهاد پیشتر آنچه طبق کنیم. منتقل چپ سمت به واحد سه را
√
x تابع نمودار است کاف y =

√
x+ ٣ تابع نمودار رسم برای

این از استفاده با سپس و کنیم منتقل را اکسترمم) نقاط و محورها با نمودار برخورد محل (نقاط راهنما نقاط ابتدا است بهتر شد

کنیم. رسم را جدید نمودار نقاط،

y = x+3 y = x
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م کنیم. منتقل راست سمت به واحد ٢ را
√
x تابع نمودار y =

√
x− ٢ تابع نمودار



تابع .١ تابعبخش نمودار .١. ١

y = x-2y = x
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1

2

است زیر صورت به y = g(x) تابع نمودار کنیم فرض .٢٠ مثال

-3 -2 -1 1 2

-1

1

آورد. دست به راست به واحد سه اندازۀ به y = g(x) نمودار انتقال با م توان را y = g(x− ٣) تابع نمودار صورت این در

y = g(x-3)y = g(x)

-3 -2 -1 1 2 3 4 5

-1

1

صورت این در باشد حقیق عدد ی a > ٠ کنیم فرض عمودی). (انتقال ٧ تعریف

دست به بالا به واحد a اندازۀ به y = f(x) نمودار عمودی انتقال با y = f(x) + a تابع نمودار بالا به عمودی انتقال

م آید.

دست به پایین به واحد a اندازۀ به y = f(x) نمودار افق انتقال با y = f(x)−a تابع نمودار پایین به عمودی انتقال

م آید.

بالا به واحد دو انتقال با م توان را y =
√
x+ ٢ تابع نمودار است. شده داده نشان ١٩ مثال در y =

√
x تابع نمودار .٢١ مثال

کرد رسم زیر صورت به



تابع .١ تابعبخش نمودار .١. ١

y = x + 2

y = x
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نمودار کنیم منتقل پایین به واحد ی را نمودار این اگر است. شده داده نشان ١٩ مثال در y =
√
x− ٢ تابع نمودار .٢٢ مثال

م آید. دست به y =
√
x− ٢ − ١ تابع

y = x-2

y = x-2 -1

1 2 3 4

-1

0

1

کردید. ملاحظه را عمودی و افق انتقال از هم زمان استفادۀ مثال این در

انعکاس ١. ١. ٢

م آید. دست به x محور به نسبت y = f(x) نمودار کردن قرینه با y = −f(x) تابع نمودار x محور به نسبت انعکاس

م آید. دست به y محور به نسبت y = f(x) نمودار کردن قرینه با y = f(−x) تابع نمودار y محور به نسبت انعکاس

را y = −g(x − ٣) تابع نمودار یرید. ب نظر در است آمده ٢٠ مثال در آنچه مشابه را y = g(x − ٣) تابع نمودار .٢٣ مثال

را (٠, ١) و (٣, ٠) ،(١−,٢) ،(١, ٠) راهنمای نقاط قرینۀ ابتدا منظور بدین آورد. دست به x محور به نسبت کردن قرینه با م توان

کنیم. رسم را y = g(x) انعکاس نقاط این از استفاده با م کنیم تلاش سپس م آوریم. دست به



تابع .١ تابعبخش نمودار .١. ١

y = g(x-3)

y = -g(x-3)
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-1

1

م کنید ملاحظه زیر ل ش در را y = h(−x) نمودار و h(x) = x٣ − x٢ + ١ تابع نمودار .٢۴ مثال

y = h(x)y = h(-x)

-1 1

-1

1

انبساط و انقباض ١. ١. ٣

صورت این در باشد حقیق عدد ی a > ٠ کنیم فرض .٨ تعریف

y = f(x) نمودار به نسبت کمتری کشیدگ x محور راستای در y = f(ax) تابع نمودار آنگاه a > ١ اگر افق انقباض

دارد.

y = f(x) نمودار به نسبت بیشتری کشیدگ x محور راستای در y = f(ax) تابع نمودار آنگاه a < ١ اگر افق انبساط

دارد.

نمودار به نسبت کمتری کشیدگ y محور راستای در y = af(x) تابع نمودار آنگاه a > ١ اگر عمودی انقباض



تابع .١ تابعبخش نمودار .١. ١

دارد. y = f(x)

نمودار به نسبت بیشتری کشیدگ y محور راستای در y = af(x) تابع نمودار آنگاه a < ١ اگر عمودی انبساط

دارد. y = f(x)

محور راستای در y = g(x٣ − ١) تابع یرید. ب نظر در است آمده ٢٠ مثال در آنچه مشابه را y = g(x− ٣) تابع نمودار .٢۵ مثال

y = g(x) خود نمودار از تابع این نمودار رسم برای .a = ١
٣ داریم اینجا در دارد. y = g(x − ٣) به نسبت بیشتری کشیدگ x

ببینیم م خواهیم .g(٠) = ٠ داریم بنابراین است منحن روی نقطه این م کنیم. شروع (٠, ٠) راهنمای نقطۀ با م کنیم. استفاده

مقدار آنگاه باشد، صفر برابر g مقابل پرانتز داخل عبارت اگر م شود. منتقل y = g(x٣ − ١) نمودار روی نقطه ای چه به نقطه، این

نتیجه در .x٣ − ١ = ٠ داریم x چه برای یعن بود؟ خواهد صفر صورت چه در عبارت این اما بود. خواهد صفر برابر آن در g

نقطۀ مشابه طور به دارد. قرار y = g(x٣ − ١) منحن روی (٣, ٠) نقطۀ لذا م شود. صفر پرانتز داخل عبارت آنگاه x = ٣ اگر

با م شود. منتقل (−۶, ١) نقطۀ به (−٣, ١) نقطۀ و (−٣, ٠) به (−٢, ٠) راهنمای نقطۀ ،(١−,٠) نقطۀ به (−١−,١) راهنمای

کرد. رسم را نظر مورد نمودار م توان آمده دست به نقاط از استفاده

y = g(x)

y = g(
x

3
-1)
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1

برد. کار به پیچیده تبدیل های اغلب در م توان را مثال این در شده استفاده روش که کنید توجه

تقارن ۴ .١. ١

در −x ∈ Df آنگاه x ∈ Df اگر که باشد چنان f دامنۀ کنید فرض و یرید ب نظر در را y = f(x) نمودار .٩ تعریف

صورت این

باشیم داشته x ∈ Df هر برای گاه هر است متقارن y محور به نسبت y = f(x) نمودار y محور به نسبت تقارن

است. زوج f تابع گوییم حالت این در .f(−x) = f(x)



تابع .١ توابعبخش ترکیب و جبری اعمال .١. ٢

f(−x) = باشیم داشته x ∈ Df هر برای گاه هر است متقارن مبدأ به نسبت y = f(x) نمودار مبدأ به نسبت تقارن

است. فرد f تابع گوییم حالت این در .−f(x)

زیرا است متقارن y محور به نسبت f(x) = ٣x٢ − ٢|x| تابع نمودار .٢۶ مثال

f(−x) = ٣(−x)٢ − ٢| − x| = ٣x٢ − ٢|x| = f(x).

زیرا است متقارن مبدأ به نسبت f(t) = −t٣ + ٢t۵ تابع نمودار .٢٧ مثال

f(−t) = −(−t)٣ + ٢(−t)۵ = t٣ − ٢t۵ = −f(t).

توابع ترکیب و جبری اعمال ١. ٢

f/g و f.g ،f − g ،f + g با را تابع دو تقسیم و ضرب تفریق، جمع، یرید. ب نظر در را g و f تابع دو .١٠ تعریف

م کنیم تعریف زیر صورت به و م دهیم نشان

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

(f − g)(x) = f(x)− g(x)

(f.g)(x) = f(x).g(x)

(f/g)(x) = f(x)/g(x) g(x) ̸= ٠ که شرط به

م شود تعریف زیر صورت به f/g دامنۀ و ،g و f توابع دامنۀ اشتراک صورت به f.g و f − g ،f + g توابع دامنۀ

Df/g = Df ∩Dg ∩ {x : g(x) ̸= ٠}.

دست به را f/g و f+g تابع g = {(١−,١), (٢, ۴), (٠, ٠)} و f = {(١, ٢), (−١, ٣), (٢, ١), (٠, ١)} توابع برای .٢٨ مثال

.f+g = {(١, ١), (٢, ۵), (٠, ١)} Df+gو = {١, ٢, ٠} بنابراین .Dg = {١, ٢, ٠} Dfو = {١−,١, ٢, ٠} داریم م آوریم.

.f/g = {(٢−,١), (٢, ١
۴)} و Df/g = {١, ٢} مشابه طور به

این ،f(x) = g(x) داریم x ̸= ١ هر برای که این وجود با یرید. ب نظر در را g(x) = x١−٢
x−١ و f(x) = x+ ١ تابع دو .٢٩ مثال

.Dg = R \ {١} و Df = R زیرا نیستند برابر هم با تابع دو
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تعریف زیر صورت به م دهیم نشان f ◦ g با را آن که g و f تابع ترکیب یرید. ب نظر در را g و f تابع دو .١١ تعریف

م کنیم

(f ◦ g)(x) = f(g(x)), Df◦g = {x ∈ Dg : g(x) ∈ Df}.

م شود. تعریف (g ◦ f)(x) = g(f(x)) صورت به مشابه طور به نیز f با g ترکیب

توابع سپس آورید. دست به را (g ◦ g ◦ f)(−١
٢) و (f ◦ g)(٢) مقدار .g(x) =

√
x+ ١ و f(x) = ٢x کنید فرض .٣٠ مثال

کنید. محاسبه را g ◦ g ◦ f و f ◦ g

داریم حل.

(f ◦ g)(٢) = f(g(٢)) = f(
√

٣) = ٢
√

٣, (g ◦ g ◦ f)(−١
٢
) = g(g(f(−١

٢
))) = g(g(−١)) = g(٠) = ١.

.Dg = [−١,∞) و Df = R که کنید توجه آورد. دست به را آن دامنۀ باید ابتدا f ◦ g تابع محاسبۀ برای

Df◦g = {x ∈ Dg : g(x) ∈ Df} = {x ∈ [−١,∞) :
√
x+ ١ ∈ R} = [−١,∞).

محاسبۀ برای کرد. محاسبه (f ◦ g)(x) = f(g(x)) = f(
√
x+ ١) = ٢

√
x+ ١ صورت به را f ◦ g ضابطۀ م توان سپس

داریم م کنیم. عمل مشابه طور به g ◦ f دامنۀ

Dg◦f = {x ∈ Df : f(x) ∈ Dg} = {x : ٢x ∈ [−١,∞)} = [−١
٢
,∞).

.(g ◦ f)(x) = g(f(x)) = g(٢x) =
√

٢x+ ١ همچنین و

م آوریم دست به تعریف از استفاده با را آن دامنۀ ابتدا کرد. محاسبه نیز را (g ◦ g ◦ f) تابع م توان این به توجه با

Dg◦g◦f = {x ∈ Dg◦f : (g ◦ f)(x) ∈ Dg} = {x ∈ [−١
٢
,∞) :

√
٢x+ ١ ∈ [−١,∞)}.

داریم حال .[−١
٢ ,∞) با است برابر آخر عبارت لذا است، برقرار همواره

√
٢x+ ١ ∈ [−١,∞) اما

(g ◦ g ◦ f)(x) = g((g ◦ f)(x)) = g(
√

٢x+ ١) =
√√

٢x+ ١ + ١.

وارون تابع ١. ٣

با x عدد روی y = x٢ تابع اثر مثلا باشد. بازگشت قابل ری دی تابع توسط تابع، ی اثر که دارد وجود ان ام این مواقع برخ در

دارد. وجود ی به ی تابع های نام به تابع ها از دسته ای برای فقط ان ام این است. بازگشت قابل آن نتیجۀ روی y =
√
x تابع اعمال
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مهمان ها تعداد به مربوط هزینۀ و ورودی هزینۀ ی شامل سالن، ی در عروس مراسم برگزاری هزینۀ یرید. ب نظر در را زیر مثال

،١ ترتیب به نفر ٢۵٠ و ٢٠٠ ،١٠٠ ،۵٠ برای مهمانان، از پذیرایی به مربوط هزینۀ و تومان میلیون ١ برابر ورودی هزینۀ م شود.

نوشت. مهمان ها تعداد از تابع عنوان به را کل هزینۀ م توان است. تومان میلیون ٣٫۵ و ٣ ،١٫٨

مهمانان تعداد کل هزینۀ

۵٠ ٢

١٠٠ ٢٫٨

٢٠٠ ۴

٢۵٠ ۴٫۵

که کنید توجه .C(٢۵٠) = ۴٫۵ و C(٢٠٠) = ۴ ،C(١٠٠) = ٢٫٨ ،C(۵٠) = ٢ داریم صورت این در م نامیم. C را تابع این

تعداد و بازگردیم عقب به م توانیم هزینه بودن معلوم با که است شده تعریف ل ش به برد و دامنه اعضای بین رابطۀ تابع این در

نفر ٢٠٠ برای او که م شویم متوجه بلافاصله ما است کرده هزینه سالن برای میلیون ۴ وید ب دوستمان اگر مثلا وییم. ب را مهمانان

م گوییم. ی به ی را تابع چنین است. دیده تدارک

به باشد. داشته وجود دامنه از عضو ی فقط و فقط برد از عضو هر نظیر گاه هر گوییم ی به ی را f تابع .١٢ تعریف

آن ها اول مولفه های باشند، داشته سان ی دوم مولفه های مرتب زوج دو اگر تابع، ی مرتب زوج نمایش در ر، دی عبارت

باشد. ی نیز

خود اوج نقطۀ تا گوی این م کنیم. پرتاب بالا سمت به را آن که یرید ب نظر در را گوی ی یرید. ب نظر در را ری دی مثال اینک

نظر در زمان از تابع عنوان به م توان را گوی ارتفاع اینجا، در برسد. ما دست به دوباره تا م کند سقوط سپس و م گیرد ارتفاع

کاهش ارتفاع سپس اوج، نقطۀ تا م شود زیاد ارتفاع پرتاب، از بعد م گیریم. نظر در صفر را آن ارتفاع صفر زمان در گرفت.

چه در وییم ب م توانیم آیا یریم، ب نظر در را ثابت ارتفاع ی یعن برد از نقطه ی ما اگر مثال این در شود. صفر دوباره تا م یابد

به گرفتن اوج هنگام گوی است ن مم زیرا کرد. تعیین را زمان نم توان که است مشخص است؟ رسیده ارتفاع این به گوی زمان

نیست. ی به ی تابع این نتیجه در کردن. سقوط هنگام یا باشد رسیده ارتفاع این

به تابع این نمودار یرید. ب نظر در f(x) = x٢ ضابطۀ با را f : R → R تابع تابع). نمودار با بودن ی به ی (آزمون ٣١ مثال

است زیر صورت
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م کنیم. رسم را y = ٢ افق خط است دامنه از اعضایی چه نظیر عدد این ببینیم که این برای یرید. ب نظر در تابع برد در را ٢ عدد

ببینید. را زیر ل ش کرد. پیدا دامنه در را y = ٢ نظیر نقاط م توان تابع نمودار با خط این برخورد نقاط تعیین با
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4

6

دو به نیست. ی به ی f تابع بنابراین .f(x) = ٢ که دارند وجود دامنه در نقطه دو y = ٢ برای م کنید ملاحظه که طور همان

ی در را تابع نمودار م کنیم رسم آن از که افق ای خط برد، از عضو هر برای باید که این اول نکتۀ کنید. توجه مورد این در نکته

را تابع اگر اخیر، مثال در است نظر مورد تابع دامنۀ از بخش روی بودن، ی به ی مواقع از برخ که این دوم نکتۀ کند. قطع نقطه

م شود. زیر صورت به آن نمودار یریم ب نظر در نامنف اعداد روی یریم ب نظر در R روی که این جای به روی
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4

6

است. ی به ی نامنف اعداد مجموعۀ روی f(x) = x٢ تابع که م دهد نشان این

تابع آنگاه کند، قطع نقطه ی در را تابع نمودار دارد قرار تابع برد در که افق خط هر اگر گفت م توان فوق مثال به توجه با

است. ی به ی
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است؟ ی به ی f(x) = ٢x+١
x−٣ تابع آیا تابع). ضابطۀ روی از بودن ی به ی (بررس ٣٢ مثال

نقطۀ دو در تابع مقدار که است ی به ی صورت در تابع این باشد. تابع این برد در ثابت و دلخواه مقدار ی y کنیم فرض حل.

داشته برابر تابع مقدار x٢ و x١ اگر م افتد. اتفاق چنین صورت چه در م کنیم بررس حال نشود. y برابر x٢ و x١ مانند متمایز

م شود نتیجه تابع ضابطۀ در ذاری جای با .f(x١) = f(x٢) داریم آنگاه باشند،

٢x١ + ١
x١ − ٣

=
٢x٢ + ١
x٢ − ٣

معادل طور به یا و

٢x١x٢ − ۶x١ + x٢ − ٣ = ٢x١x٢ − ۶x٢ + x١ − ٣.

نم توانند دامنه در متمایز مقدار دو که این نتیجه م گیریم؟ نتیجه ای چه .x١ = x٢ لذا . ٧x١ = ٧x٢ م شود نتیجه رابطه این از

است. ی به ی شده داده تابع پس باشند. داشته برابر هدف تابع مقدار

مشخص تعداد با کردیم، تعریف بخش آن در که C تابع یرید. ب نظر در را سالن در مراسم برگزاری هزینه های به مربوط مثال

نوع به که کنیم تعریف هزینه ها مجموعۀ از تابع م خواهیم اینک م کرد. مربوط را نظیر هزینۀ به مربوط خاص عدد مهمانان

م شود تعریف زیر صورت به تابع این بدهد. را مهمانان تعداد شده، داده هزینۀ برای که ل ش این به کند. عمل C تابع عکس

G = {(٢, ۵٠), (٢٫٨, ١٠٠), (۴, ٢٠٠), (۴٫۵, ٢۵٠)}.

م گوییم.  C تابع وارون تابع G تابع به

کرد تعریف زیر صورت به م توان را وارون تابع کل تر حالت در

با م دهیم نشان f−١ با را آن که f وارون تابع صورت این در باشد. ی به ی تابع ی f کنید فرض .١٣ تعریف

م آید. دست به f تابع دوم و اول مولفه های جابجایی

مثل ناصفر عددی ی روی −١ علامت وقت نکنید. اشتباه عددی وارون با را تابع نماد روی −١ علامت که کنید توجه

است. آن وارون تابع منظور م گیرد قرار تابع نام روی وقت که صورت در است. ١
a

عدد منظور م گیرد قرار a

است. C وارون تابع G یعن .C−١ = G داریم سالن هزینه های محاسبۀ به مربوط مثال در

را f ◦ f−١ و f−١ ◦ f ،f−١ تابع های است. ی به ی تابع ی f = {(−١, ١), (٣−,٢), (٣,−۴), (١−,١)} تابع .٣٣ مثال

آورید. دست به

داریم حل.

f−١ = {(١−,١), (−٣, ٢), (−۴, ٣), (−١, ١)}.
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آورد دست به دامنه اش نقاط در آن مقدار محاسبۀ با م توان را f−١ ◦ f تابع

(f−١ ◦ f)(−١) = f−١(f(−١)) = f−(١)١ = −١

(f−١ ◦ f)(٢) = f−١(f(٢)) = f−(٣−)١ = ٢

(f−١ ◦ f)(٣) = f−١(f(٣)) = f−١(−۴) = ٣

(f−١ ◦ f)(١) = f−١(f(١)) = f−(١−)١ = ١
پس

(f−١ ◦ f) = {(−١−,١), (٢, ٢), (٣, ٣), (١, ١)}

.(f ◦ f−١) = {(−١−,١), (٢, ٢), (٣, ٣), (١, ١)} داد نشان م توان مشابه طور به

همان تابع را تابع چنین م کند. نظیر خودش به را عضو هر که است تابع f−١ و f تابع دو ترکیب دیدیم اخیر مثال در

شد. خواهد همان همواره وارونش تابع و تابع ی ترکیب یعن است. درست همواره اتفاق این گوییم.

آورید. دست به را f(x) = ٢x٣ − ١ وارون تابع .٣۴ مثال

گرفت نظر در زیر مؤلفه ای صورت به م توان را شده داده تابع حل.

f = {(x, y) : y = ٢x٣ − ١}·

بنابراین

f−١ = {(y, x) : y = ٢x٣ − ١}·

رفع برای نیفتاده. اتفاق چنین f−١ تابع در شود. تعیین اول مؤلفۀ برحسب رابطه ای با دوم مؤلفۀ داریم نیاز تابع ی تعریف در

داریم منظور بدین آوریم. دست به y برحسب را x باید ل مش این

y = ٢x٣ − ١

y + ١ = ٢x٣

y + ١
٢

= x٣

٣

√
y + ١

٢
= x

نوشت زیر صورت به م توان را f−١ پس

f−١ =

{
(y, x) : x =

٣

√
y + ١

٢

}
=

{(
y,

٣

√
y + ١

٢

)
: y ∈ R

}
·

نوشت م توان لذا کرد. استفاده هم x نماد از آن جای به م توان است آزاد متغیر ی y که این به توجه با .f−١(y) = ٣
√

y+١
٢ یعن

f−١(x) =
٣

√
x+ ١

٢
·
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بیان ادامه در را آن گام های کرد. محاسبه را توابع برخ وارون م توان آن از استفاده با که م دهد نشان را روش اخیر مثال

م کنیم.

م کنیم: عمل زیر صورت به f ی به ی تابع وارون محاسبۀ برای

کنید. زین جای y با را f(x) نماد .١

ذارید. ب x هست y جا هر و ذارید ب y شده ظاهر x جا هر یعن کنید. عوض هم با را y و x نماد جای .٢

باشد. x برحسب ر دی سمت و تنها، طرف ی در y یعن کنید. حل y برحسب را حاصل معادلۀ .٣

.f−١(x) دهید قرار y جای به .۴

باشد. f−١ دامنۀ f برد و f−١ برد f دامنۀ که کنید بررس .۵

آورید. دست به را f(x) =
√
x+ ٢ − ٣ وارون تابع .٣۵ مثال

م دهیم انجام زیر صورت به را شده یاد روش گام های .Rf = [−٣,∞) و Df = [−٢,∞) که م کنیم ملاحظه ابتدا حل.

f(x) جای به y زین جای .١

y =
√
x+ ٢ − ٣.

هم جای به y و x زین جای .٢

x =
√
y + ٢ − ٣

y حسب بر حل .٣
x =

√
y + ٢ − ٣

x+ ٣ =
√

y + ٢

(x+ ٢(٣ = y + ٢ x+ ٣ بودن نامنف فرض با

(x+ ٢(٣ − ٢ = y

y جای به f−١(x) زین جای .۴

f−١(x) = (x+ ٢(٣ − ٢

برد همان که Df−١ = [−٣,∞) بنابراین است. ضروری x ≥ −٣ معادل طور به یا x+ ٣ ≥ ٠ شرط که دیدیم ٣ گام در .۵

است. f دامنۀ با برابر که Rf−١ = [−٢,∞) که م شود دیده راحت به است. f
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تابع های وارون توابع مانند کرد. محاسبه صریح طور به را تابع ی وارون تابع ضابطۀ نم توان مواقع برخ در که کنید توجه

. مثلثات

دو هر نمودار و آورده دست به را f−١ آن وارون تابع است. ی به ی تابع f(x) =
√
x− ١ تابع وارون). تابع (نمودار ٣۶ مثال

کنید. رسم مختصات دستگاه ی در را تابع

انتقال ها از استفاده با را تابع دو این نمودار .f−١(x) = (x+ ٢(١ داد نشان م توان شد گفته پیشتر که روش از استفاده با حل.

کرد رسم زیر صورت به م توان

f(x) = x -1

f
-1(x) = (x+1)2 y = x

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

کرد بیان وارون تابع نمودار مورد در را زیر نکتۀ م توان فوق مثال به توجه با

است. y = x خط به نسبت f تابع نمودار قرینۀ f−١ تابع نمودار



٢ بخش

خاص توابع

م شویم. آشنا آن ها اصل ویژگ های و ریاض در پرکاربرد توابع با بخش این در

اریتم ل و نمایی تابع ٢. ١

م شود: دیده ل ش چنین اغلب شدیم، آشنا آن ها با کنون تا که توابع در

f(t) = t٢, g(x) = x
١
۵

که دارند وجود توابع از ری دی نوع اما م گوییم. جبری توابع چنین به م رسد. صحیح عدد یا کسری توان به متغیر ی که توابع

مانند م رسد متغیر ی توان به ثابت عدد ی برسد، ثابت عدد ی توان به متغیر ی که این جای به آن ها در

h(t) = ٢t, f(x) =
(١

٣
)x

گوییم. نمایی را تابع ها این

است زیر صورت به تابع a پایۀ با نمایی تابع ی نمایی). (توابع ١۴ تعریف

f(x) = ax,

.a ̸= ١ و a > ٠ و حقیق عدد ی x آن در که

همچنین است. f(x) = ١ ثابت تابع همان واقع در f(x) = ١x تابع زیرا باشد، ١ نم تواند پایه کرده ایم فرض تعریف این در

استفاده با م کنیم. اشاره آن ها از ی به که م شود تناقض هایی موجب پایه بودن منف زیرا نیست منف عددی پایه م کنیم فرض
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نوشت م توان م دانیم توان برای که قواعدی از

(−١)
۶
٢ =

(
(−١)۶) ١

٢ = ١
١
٢ = ١.

طرف از

(−١)
۶
٢ = (−١)٣ = −١.

باشد. منف عددی پایه نم دهیم اجازه فعلا بنابراین نیست. ن مم چیزی چنین که است واضح

طبیع خیل این است ن مم اول نگاه در کرده ایم. تعریف حقیق اعداد را نمایی تابع دامنۀ ما که م کنید ملاحظه تعریف در

داریم f(x) = ٣x فرض با مثلا کرده ایم. محاسبه گویا اعداد برای را نمایی تابع ی مقدار محاسبات بیشتر در چون برسد نظر به

f(
٣
۵
) = ٣

٣
۵ =

۵
√

٣٣ =
۵
√

٢٧ ≈ ١٫٩٣٣١٨.

با م توان را
√

٢ مقدار که این اول کنید: توجه نکته دو به کمیت چنین تعریف برای کنیم؟ تعریف طور چه را f(
√

٢) مقدار اما

که کنید توجه بیشتر توضیح برای است. محاسبه قابل f(r) مقدار که این دوم و زد تقریب r مانند (گویا) اعشاری عدد ی

√
٢ ≈ ١٫۴١

√
٢ ≈ ١٫۴١۴

√
٢ ≈ ١٫۴١۴٢

√
٢ ≈ ١٫۴١۴٢١

√
٢ ≈ ١٫۴١۴٢١۴

√
٢ ≈ ١٫۴١۴٢١٣۶

√
٢ ≈ ١٫۴١۴٢١٣۵۶
...
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داریم کنیم محاسبه فوق تقریبی مقادیر برای را f(x) مقدار اگر حال

٢١٫۴١ ≈ ۴٫٧٣٠٠٠٠٠ · · ·

٢١٫۴١۴ ≈ ۴٫٧٢٩٠٠٠٠ · · ·

٢١٫۴١۴٢ ≈ ۴٫٧٢٨٨٠٠٠ · · ·

٢١٫۴١۴٢١ ≈ ۴٫٧٢٨٨٠٠٠ · · ·

٢١٫۴١۴٢١۴ ≈ ۴٫٧٢٨٨٠۴٠ · · ·

٢١٫۴١۴٢١٣۶ ≈ ۴٫٧٢٨٨٠۴۴ · · ·

٢١٫۴١۴٢١٣۵۶ ≈ ۴٫٧٢٨٨٠۴٣ · · ·
...

این م شود. نزدی تر و نزدی خاص عدد ی به f(r) مقدار م شود، دقیق تر
√

٢ از r تقریب که طور همان م کنیم ملاحظه

همۀ ١۴ تعریف در نمایی توابع دامنۀ گفت م توان راحت خیال با بنابراین م کنیم. تعریف f(
√

٢) = ٣
√

٢ مقدار عنوان به را عدد

است. حقیق اعداد

م کنیم اشاره خلاصه طور به دارید آشنایی آن ها با پیش از که نمایی توابع خواص از برخ به ادامه در

داریم y و x هر برای

ax+y = axay

ax

ay
= ax−y

a−x =
١
ax

=
(١
a

)x
a٠ = ١

axy = (ax)y = (ay)x

م کنیم شروع مقدار چند با آن رسم برای یرید. ب نظر در را f(x) = ٢x نمایی تابع

x −٢ −١ ٠ ١ ٢ ٣

y = ٢x ١
۴

١
٢ ١ ٢ ۴ ٨

مثال عنوان به است. زیاد خیل مثبت مقادیر برای تابع رشد و م شود نزدی صفر به خیل تابع مقدار ، منف مقادیر برای

است زیر صورت به y = ٢x تابع نمودار .f(٢)− f(١) با کنید مقایسه را f(۴)− f(٣)
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y = 2x

-3 -2 -1 1 2 3

-1

1

است. فوق نمودار مشابه نیز y = ١٠x تابع نمودار مثلا است. مشترک a > ١ با نمایی توابع تمام میان نمودار این ویژگ های

نوشت م توان یرید. ب نظر در را f(x) = (١
۵)

x تابع م کنیم. بررس ٠ < a < ١ با مثال ی برای را نمایی تابع نمودار اینک

f(x) = (
١
۵
)x =

١
۵x

= ۵−x.

بنابراین است. y محور به نسبت y = ۵x نمودار قرینۀ شد، مطرح ١. ١. ٢ بخش در که مطالبی به توجه با f(x) = ۵−x تابع نمودار

کرد. رسم زیر صورت به م توان را y = ۵−x نمودار

y = 5x y = 5-x

-2 -1 1 2

-1

1

برشمرد تابع این برای را زیر ویژگ های م توان y = ax نمایی تابع نمودار به توجه با

است، نزول تابع ٠ < a < ١ وقت و صعودی تابع a > ١ وقت •

م کند، قطع را y محور (٠, ١) نقطۀ در تابع نمودار •

x محور ر دی عبارت به م شود. نزدی آن به دلخواه میزان به ول نم کند قطع را x محور هیچ گاه تابع نمودار •

است، تابع افق مجانب

و است، (٠,∞) آن برد و (−∞,∞) تابع دامنۀ •
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است. ی به ی تابع •

کنید. رسم را f(x) = −۴ + ٣x+٢ تابع نمودار .٣٧ مثال

به y = ٣x نمودار عمودی و افق انتقال با م توان را تابع این نمودار شد، گفته توابع نمودار بخش در که نکات به توجه با حل.

م دهیم. تغییر شده داده انتقال براساس هم را مجانب دارند، مجانب که نمایی توابع نمودار مانند نمودارهایی مورد در آورد. دست

م آید. دست به y = ٣x نمودار از چپ به واحد ٢ افق انتقال و پایین به واحد ۴ عمودی انتقال با سوال مورد نمودار

y = 3x

y = -4+3x+2

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x١ اگر که ل ش بدین کرد. استفاده نمایی توابع شامل معادلات برخ حل برای م توان نمایی توابع بودن ی به ی ویژگ از

.x١ = x٢ داریم است) ی به ی ax تابع (چون آنگاه ax١ = ax٢ که باشند چنان x٢ و

.۴x = ١
۴ که آورید دست به طوری را x مقدار .٣٨ مثال

داریم شده داده رابطۀ به توجه با حل.

۴x =
١
۴

۴x = ۴−١

x = −١

دقیق تر طور به گوییم اریتم ل تابع را آن وارون تابع است، ی به ی تابع ی نمایی تابع

f(x) = loga(x) با را آن و گوییم a پایۀ با اریتم ل تابع را g(x) = ax نمایی تابع وارون تابع a ̸= ١ و a > ٠ برای

یعن م دهیم؛ نشان

y = loga(x) اگر تنها و اگر ay = x
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.log١٠ ≡ log یعن نم نویسیم اریتم ل نماد در را آن است ١٠ برابر پایه وقت معمولا

م آید. دست به زیر صورت به y = x خط به نسبت نمایی تابع نمودار قرینۀ یافتن با آن نمودار ، اریتم ل تابع تعریف به توجه با

y = ax

y = log
a
(x)

y = x

-1 1 2

-1

1 y = ax

y = log
a
(x)

y = x

-2 -1 1 2 3

-1

1

٠ < a < ١ برای loga(x) نمودار a > ١ برای loga(x) نمودار

برشمرد آن برای م توان را زیر خواص ، اریتم ل تابع نمودار به توجه با

است، نزول تابع ٠ < a < ١ وقت و صعودی تابع a > ١ وقت •

م کند، قطع را x محور (١, ٠) نقطۀ در تابع نمودار •

y محور ر دی عبارت به م شود. نزدی آن به دلخواه میزان به ول نم کند قطع را y محور هیچ گاه تابع نمودار •

است، تابع عمودی مجانب

و است، (−∞,∞) آن برد و (٠,∞) تابع دامنۀ •

است. ی به ی تابع •

.loga(xy) = loga x+ loga y داریم y و x هر برای دهید نشان .٣٩ مثال

نوشت م توان اریتم ل تابع تعریف از استفاده با صورت این در .β = loga y و α = loga x کنیم فرض حل.

x = aα, y = aβ. (٢. ١)

نوشت م توان γ = loga(xy) فرض با مشابه طور به

xy = aγ. (٢. ٢)

ر دی طرف از و xy = aαaβ = aα+β داریم (٢. ١) از اینک، .γ = α+ β با است معادل نام گذاری این با سوال مورد رابطۀ پس

نظر مورد رابطۀ دقیقاً این .γ = α + β پس است، ی به ی نمایی تابع چون .aα+β = aγ نتیجه در .xy = aγ داریم (٢. ٢) از

است. سوال
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.loga(xr) = r loga x داریم r حقیق عدد هر برای دهید نشان .۴٠ مثال

صورت این در .β = loga x و α = loga(x
r) کنیم فرض م دهیم. انجام سوال این حل برای را قبل مثال مشابه روندی حل.

م شود نتیجه α = loga(x
r) از .α = rβ دهیم نشان است کاف

xr = aα. (٢. ٣)

بنابراین .x = aβ م شود نتیجه β = loga x از و

xr = (aβ)r = arβ. (۴ .٢)

ماست. مطلوب نتیجۀ این و .α = rβ پس است ی به ی نمایی تابع چون .arβ = aα داریم (۴ .٢) و (٢. ٣) روابط از اینک

کرد خلاصه زیر صورت به توان م را اریتم ل تابع خواص از برخ

داریم r و y ،x هر برای •

loga(xy) = loga(x) + loga(y)

loga(x
r) = r loga x

loga
(x
y

)
= loga x− loga y

.a٠ = ١ زیرا loga ١ = ٠ داریم •

.a١ = a زیرا loga a = ١ داریم •

است. نمایی تابع وارون تابع اریتم ل تابع زیرا aloga x = x و loga ax = x داریم •

است. ی به ی تابع اریتم ل تابع زیرا x = y آنگاه loga x = loga y اگر •

پایه تغییر قانون •

loga(x) =
logb(x)

logb(a)

بنویسید. اریتم ل عبارت ی صورت به را زیر عبارت های از ی هر .۴١ مثال

.log x− ٢(log(x+ ٢) + log(x− ٢)) (ب) ، ١
٢ log(x

٢ + ۴) (الف)

(الف) حل.
١
٢
log(x٢ + ۴) = log(x٢ + ۴)

١
٢ = log

√
x٢ + ۴.
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(ب)

log x− ٢[log(x+ ٢) + log(x− ٢)] = log x− ٢ log((x+ ٢)(x− ٢)) = log x− ٢ log(x٢ − ۴)

= log x− log(x٢ − ۴)٢

= log x− log(x۴ − ٨x٢ + ١۶)

= log

(
x

x۴ − ٨x٢ + ١۶

)
آورید. دست به را f(x) = log(x− ١)− log(x+ ١) تابع دامنۀ .۴٢ مثال

بنابراین .f(x) = log x−١
x+١ داریم حل.

Df =

{
x ∈ Dx−١

x+١
:
x− ١
x+ ١

∈ Dlog

}
=

{
x ∈ R \ {−١} :

x− ١
x+ ١

> ٠
}

م آید. دست به Df = (−∞,−١) ∪ [١,∞) صورت به f دامنۀ x−١
x+١ علامت تعیین با

ظاهر م دهیم نشان e با و م شناسیم نپر عدد نام با را آن که زیر ثابت کاربردها از بسیاری در نپر). (عدد ١۵ تعریف

م شود

e ≈ ٢٫٧١٨٢٨١٨٢٨ · · ·

f(x) =
(

١+ ١
x

)x تابع از استفاده آنها از ی که دارد وجود آن تقریب برا مختلف راه های است. اصم عددی ی نپر عدد

در اریتم ل تابع بود. خواهد نزدی تر e عدد به f(x) مقدار باشد بزرگتر x مقدار چقدر هر است. x بزرگ مقادیر برای

م دهیم. نشان ln با را نپر عدد پایۀ

.ab = eb ln a دهید نشان b و a هر برای .۴٣ مثال

مورد رابطۀ همان این و ab = eα اریتم ل تابع تعریف به بنا نتیجه در .α = ln ab صورت این در .α = b ln a کنیم فرض حل.

است. سوال

مثلثات توابع ٢. ٢

کنیم. یادآوری را آن اندازه گیری روش و زاویه باید شروع برای م شویم. آشنا آن ها پایه ای خواص و مثلثات توابع با بخش این در

ℓ′ پاره خط تا م دهیم دوران پادساعت گرد جهت در انتهایش دو از ی حول را آن که یرید ب نظر در را r طول به ℓ پاره خط

ℓ′ آن انتهایی ضلع و ℓ آن ابتدایی ضلع پاره خط، ثابت انتهای آن رأس که م آید دست به زاویه ی صورت این در شود. حاصل
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θ با را آن که دوران مقدار اندازه گیری برای م کند. ایجاد را r شعاع و زاویه راس مرکز به دایرۀ محیط از s قطاع زاویه این است.

م نامیم رادیان را حاصل نسبت اندازه گیری واحد و م کنیم استفاده r به s طول نسبت از م دهیم نشان

θ =
s

r
·

θ

r

s

تعریف بر دایره شعاع طول که کنید توجه شود. برابر دایره شعاع با s یعن قطاع طول که است رادیان ١ عدد برابر وقت θ مثلا

ندارد. تاثیری رادیان

θ = 1 rad
r

s = r

با است برابر θ زاویۀ صورت این در بیفتد. خودش روی که دهیم دوران آنقدر را ℓ پاره خط یعن شود شامل را دایره کل دوران اگر

زیرا رادیان ٢π

θ =
دایره محیط
دایره شعاع

=
٢πr
r

= ٢π

ی را قسمت هر و م کنیم تقسیم بخش ٣۶٠ به را دایره که است این کردیم تعریف پیشتر که زاویه ای اندازه گیری برای ر دی راه

م دهد. نشان درجه برحسب را زوایا از برخ زیر ل ش م دهیم. نشان ◦ نما با را درجه م نامیم. درجه
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θ
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پس رادیان. ٢π ر دی طرف از و است ٣۶٠◦ دایره کل طرف ی از کنیم. اندازه گیری را زاویه ها م توانیم روش دو با بنابراین

١◦ =
π

١٨٠
,رادیان ١ رادیان = ١٨٠◦

π

م دهیم. قرار منف را حاصل زاویۀ علامت دهیم انجام ساعت گرد جهت در را ℓ خط دوران اگر

م کنیم. تعریف را آن ها وارون های و زاویه ی به مربوط مثلثات نسبت سه ادامه در

sine cosecant

cosine secant

tangent cotangent

باشد. نقطه این به مربوط زاویۀ اندازۀ t و دایره روی نقطه ی (x, y) کنیم فرض یرید. ب نظر در را واحد شعاع با دایرۀ

م شوند تعریف زیر صورت به مثلثات نسبت های صورت این در

sin t = y csc t =
١
y
, y ̸= ٠

cos t = x sec t =
١
x
, x ̸= ٠

tan t =
y

x
, x ̸= ٠ cot t =

x

y
, y ̸= ٠

روی زیر صورت به م توان را مثلثات نسبت های .sin٢ t+ cos٢ t = ١ است درست همواره زیر رابطۀ م شود معلوم اینجا از

داد نشان دایره
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t
cos(t)

sin(t)

tan(t)

cot(t)

دایره بر (x, y) نقطۀ در خط چین ل ش این در داد. نشان دایره روی زیر صورت به م توان نیز را csc و sec مثلثات نسبت های

است. مماس

t
sec(t)

csc(t)

اضلاع نسبت نوشتن و متشابه مثلث دو کردن پیدا با دارند هم خوان مثلثات نسبت های تعریف با ل ها ش در شده اشاره موارد که این

م شود. اثبات آن ها

به پس .٠ ≤ sin t, cos t ≤ ١ م شود نتیجه این از .٠ ≤ x, y ≤ ١ پس است ی شعاع به دایره روی (x, y) نقطۀ چون

هر به ٢π کردن اضافه با حقیق اند. اعداد تابع دو این دامنۀ که است واضح است. [−١, ١] بازۀ cos t و sin t برد تابع ی عنوان

داریم واقع در نم کند. تغییری کسینوس و سینوس مقدار [٠, ٢π] بازۀ اعداد از ی

sin(t+ ٢πn) = sin t, n ∈ N

cos(t+ ٢πn) = cos t, n ∈ N

بازه ای م شود. گفته متناوب تابع دارند خاصیت چنین که توابع به بدانیم. [٠, ٢π] بازۀ در فقط را نمودار ل ش است کاف بنابراین

نمودار و مختصات مبدأ به نسبت سینوس تابع نمودار که این ر دی نکتۀ گوییم. تناوب دورۀ م شود تکرار آن در تابع ل ش که را
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t زاویۀ منظور بدین دریافت. م توان مثلثات دایرۀ از استفاده با راحت به را موضوع این متقارن اند. y محور به نسبت کسینوس تابع

بیابید. را sin(−t) مقدار و کنید پیدا ل ش همان روی را −t زاویۀ اینک دهید. نشان دایره روی را sin t مقدار و یرید ب نظر در را

تابع برای مشابه طور به است. متقارن مبدأ به نسبت سینوس نمودار م دهد نشان این .sin(−t) = − sin(t) که م کنید ملاحظه

است. متقارن y محور به نسبت نمودار این یعن .cos(−t) = cos t داد نشان م توان هم کسینوس

t

-t
sin(-t)

sin(t)
t
-t
cos(-t)=cos(t)

کرد. تعیین زیر صورت به مختصات دستگاه چهارگانۀ نواح در را آن ها علامت م توان مثلثات نسبت های تعریف به توجه با

sin + cos +sin + cos -

sin - cos +sin - cos -

12

3 4

است کاف که است این بحث اصل نکتۀ م کنیم. مطرح دلخواه زوایای مثلثات نسبت های محاسبۀ برای را روش ادامه در

منظور بدین نمود. محاسبه مقادیر این از استفاده با م توان را زوایا سایر بدانیم. π/٢ تا ٠ بین زوایای برای را مثلثات نسبت های

مرجع زاویۀ را θ زاویۀ انتهای و x محور میان درجه) ٩٠ از (کمتر حاده زاویۀ θ شدۀ داده زاویۀ برای م کنیم. تعریف را مرجع زاویۀ

کنید. توجه زیر ل های ش به م دهیم. نشان θ′ با را آن و گوییم
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θ

θ'

θ

θ'

θθ'

ناحیۀ در θ اگر و θ′ = θ − π آنگاه باشد سوم ناحیۀ در θ اگر ،θ′ = π − θ آنگاه باشد دوم ناحیۀ در θ زاویۀ اگر واقع در

م کنیم. پیدا را آن به مربوط مرجع زاویۀ ابتدا دلخواه زوایای برای مثلثات نسبت های محاسبه برای .θ′ = ٢π− θ آنگاه باشد چهارم

علامت م گیرد، قرار ناحیه کدام در زاویه انتهایی ضلع که این به توجه با مرجع زاویۀ به مربوط مثلثات نسبت های محاسبۀ از پس

م کنیم. تعیین را مثلثات نسبت

.−٠٫۵ (پ) ، ١۵
١١π (ب) ، ۵

۶π (الف) آورید. دست به را زیر زوایای مثلثات نسبت های .۴۴ مثال

داریم م کنیم. محاسبه را θ′ مثلثات نسبت های ابتدا .θ′ = π
۶ داریم θ = ۵

۶π برای (الف) حل.

sin(
π

۶
) =

١
٢
, cos(

π

۶
) =

√
٣

٢

نتیجه در است. منف cos علامت و مثبت sin علامت پس است دوم ناحیۀ در θ چون حال

sin(
۵
۶
π) =

١
٢
, cos(

۵
۶
π) = −

√
٣

٢

و sin( ۴
١١π) = ٠٫٩٠٩۶٣٢ داریم حساب) ماشین از استفاده (با طرف از .θ′ = ١۵

١١π − π = ۴
١١π داریم بخش این برای (ب)

.cos(١۵
١١π) = −٠٫۴١۵۴١۵ و sin(١۵

١١π) = −٠٫٩٠٩۶٣٢ پس است سوم ناحیۀ در θ چون اینک .cos( ۴
١١π) = ٠٫۴١۵۴١۵

را دوران باید پادساعتگرد جهت در پس است منف زاویه علامت چون است. رادیان زاویه واحد بخش این در که کنید توجه (پ)

کار زاویه این مثلثات نسبت های محاسبۀ اما م گیرد. قرار چهارم ناحیۀ در زاویه پس ،−٠٫۵ > −π
٢ چون طرف از دهیم. انجام

م دانیم قبل از زیرا است، آسان

sin(−٠٫۵) = − sin(٠٫۵) = −٠٫۴٧٩۴٢۶, cos(−٠٫۵) = cos(٠٫۵) = ٠٫٨٧٧۵٨٣.

کرد؟ تعیین را θ مثلثات نسبت های سایر م توان داده همین با آیا .sin θ = ٠٫٨۴١۴٧١ که باشد زاویه ای θ کنیم فرض .۴۵ مثال

چطور؟ است دوم ناحیۀ در θ بدانیم اگر

سوم. ناحیۀ در ری دی و اول ناحیۀ در ی است. شده یاد مقدار با برابر آن ها سینوس که دارند وجود زاویه دو کنید توجه حل.

.cos θ < ٠ م شود معلوم دوم بخش دانستن با کند. مشخص ما برای را زاویه ی نم تواند تنهایی به شده داده مقدار بنابراین

بنابراین

cos θ = −
√

١ − sin٢ θ = −
√

١ − ٠٫٨۴١۴٧١٢ = −٠٫۵۴٠٣٠٢.
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نظر در را زیر الزاویۀ قائم مثلث کرد. تعریف زیر صورت به م توان نیز الزاویه قائم مثلث از استفاده با را مثلثات نسبت های

است. آن قائم غیر زوایای از ی t که یرید ب

t

مجاور

مقابل وتر

م شوند تعریف زیر صورت به اصل مثلثات نسبت های صورت این در

sin t =
مقابل
وتر

, cos t =
مجاور

وتر
, tan t =

مقابل
مجاور

گفت م توان و م شود عوض هم با مجاور و مقابل ضلع نقش بنامیم، t′ را قائم غیر ر دی زاویۀ مثلث همین در اگر

sin t′ = cos t, cos t′ = sin t.

نتیجه در .t′ = π
٢ − t پس .t+ t′ + π

٢ = π داریم است π برابر مثلث داخل زوایای مجموع که این به توجه با طرف از

sin(
π

٢
− t) = cos t, cos(

π

٢
− t) = sin t.

به y محور به نسبت آن انعکاس و افق انتقال با cos t نمودار آنگاه، کنیم، رسم را sin t نمودار بتوانیم ما اگر که م دهد نشان این

م آید. دست

متناوب تابع این که آنجا از کنیم. رسم [٠, ٢π] بازۀ در را آن نمودار م توانیم sin تابع برای مقادیر جدول از استفاده با اینک

کنیم. تکرار را نمودار کافیست بازه این از خارج در است

t ٠ π
۶

π
۴

π
٣

π
٢

٢
٣π

٣
۴π

۵
۶π π ٧

۶π
۵
۴π

۴
٣π

٣
٢π

۵
٣π

٧
۴π

١١
۶ π

sin t ٠ ١
٢

١√
٢

√
٣

٢ ١
√

٣
٢

١√
٢

١
٢ ٠ −١

٢ − ١√
٢ −

√
٣

٢ −١ −
√

٣
٢ − ١√

٢ −١
٢

π

2
π

3 π

2
2 π

π

6

π

3

π

4

-1

1
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م آید دست به زیر صورت به y = cos t نمودار شده، گفته نکات به توجه با

π

2
π

3 π

2
2 π

-1

1

کرد خلاصه زیر صورت به م توان را cos و sin توابع ویژگ های

±π
٢ ,±

٣
٢π, · · · نقاط در را x محور cos تابع نمودار و ٠,±π,±٢π, · · · نقاط در را x محور sin تابع نمودار •

م کنند، قطع

م کند، قطع (٠, ١) نقطۀ در را y محور cos تابع نمودار و (٠, ٠) نقطۀ در را y محور sin تابع نمودار •

دارند، سان ی ل ش ٢π طول با بازه های در و هستند متناوب cos و sin توابع •

است، [−١, ١] بازۀ آن ها برد و R تابع دو هر دامنۀ •

است، ی به ی [−π
٢ ,

π
٢ ] بازۀ روی ول نیست ی به ی R روی sin تابع •

است. ی به ی [٠, π] بازۀ روی ول نیست ی به ی R روی cos تابع •

داریم م کنیم. آغاز tan t تابع با آورد. دست به تابع دو این از استفاده با م توان را مثلثات توابع سایر ویژگ های که کنید توجه

tan(−t) =
sin(−t)

cos(−t)
=

− sin t

cos t
= − tan t.

داریم t هر برای طرف از است. متقارن مختصات مبدأ به نسبت تابع این نمودار یعن

tan(t+ π) =
sin(t+ π)

cos(t+ π)
=

− sin t

− cos t
= tan t.

بازه این از خارج در آن تکرار با کنیم رسم [٠, π] بازۀ در را تابع نمودار اگر لذا است. π تناوب دورۀ با متناوب tan t تابع یعن

زیرا نیست تابع دامنۀ در t = π
٢ نقطۀ که م کنیم توجه م کنیم. استفاده sin مقادیر به مربوط جدول از م شود. حاصل تابع نمودار

م آید دست به زیر صورت به y = tan t تابع نمودار .cos π
٢ = ٠



خاص توابع .٢ مثلثاتبخش توابع .٢. ٢

π

2
π

3 π

2
2 π

π

6

π

3

π

4

-8

-6

-4

-2

2

4

6

8

که کنیم توجه نکته این به است کاف y = cot t تابع نمودار رسم برای

tan(
π

٢
− t) =

sin(π٢ − t)

cos(π٢ − t)
=

cos t

sin t
= cot t.

م آید. دست به y = tan t نمودار y محور به نسبت انعکاس و افق انتقال با y = cot t تابع نمودار یعن

π

2
π

3 π

2
2 π

-8

-6

-4

-2

2

4

6

8

کرد خلاصه زیر صورت به م توان را تابع دو این ویژگ های

±π
٢ ,±

٣
٢π, · · · نقاط در را x محور cot تابع نمودار و ٠,±π,±٢π, · · · نقاط در را x محور tan تابع نمودار •

م کنند، قطع

مجانب x = π
٢ یعن نم کند. قطع را آن اه هیچ ول م شود نزدی x = π

٢ خط به خیل tan تابع نمودار •

خطوط مشابه، طور به دارند. خاصیت چنین هم · · · ،x = ±٣
٢π ،x = ±π

٢ خطوط است. تابع این عمودی

هستند. cot تابع مجانب خطوط ،· · · ،x = ±٢π ،x = ±π ، x = ٠

دارند، سان ی ل ش π طول با بازه های در و هستند متناوب cot و tan توابع •
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است زیر صورت به تابع دو این دامنۀ •

Dtan = R \ {· · · ,−٣
٢
π,−π

٢
,
π

٢
,

٣
٢
π, · · · }

Dcot = R \ {· · · ,−٢π,−π, ٠, π, ٢π, · · · }

است. (−∞,∞) تابع دو هر برد •

است، ی به ی (−π
٢ ,

π
٢ ) بازۀ روی ول نیست ی به ی دامنه اش روی tan تابع •

است. ی به ی (٠, π) بازۀ روی ول نیست ی به ی دامنه اش روی cot تابع •

تابع مانند است. ٢π تناوب دورۀ با متناوب تابع این تعریف، به توجه با م کنیم. بررس را y = csc t تابع ویژگ های ادامه در

رسم زیر صورت به را تابع این نمودار م توان sin t تابع مقادیر جدول از استفاده با است. متقارن مختصات مبدأ به نسبت sin t

کرد

π

2
π

3 π

2
2 π

π

6

π

3

π

4

-8

-6

-4

-2

2

4

6

8

زیرا م آید دست به y = csc t نمودار انعکاس و افق انتقال با y = sec t تابع نمودار

csc(
π

٢
− t) =

١
sin(π٢ − t)

=
١

cos t
= sec t
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π
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π

3 π
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2 π
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کرد خلاصه زیر صورت به م توان را تابع دو این ویژگ های

نم کنند، قطع نقطه ای هیچ در را x محور sec و csc توابع نمودار •

· · · ،x = ±٣
٢π ،x = ±π

٢ خطوط و csc تابع مجانب خطوط ،· · · ،x = ±٢π ،x = ±π ، x = ٠ خطوط •

هستند. sec تابع نمودار عمودی مجانب خطوط

دارند، سان ی ل ش ٢π طول با بازه های در و هستند متناوب sec و csc توابع •

است زیر صورت به تابع دو این دامنۀ •

Dcsc = R \ {· · · ,−٢π,−π, ٠, π, ٢π, · · · }

Dsec = R \ {· · · ,−٣
٢
π,−π

٢
,
π

٢
,

٣
٢
π, · · · }

csc t = ١
sin t

≥ ١ نتیجه در .−١ ≤ sin t ≤ ١ داریم t هر برای زیرا نیست. تابع دو این برد در (−١, ١) بازۀ •

.csc t ≤ −١ یا

است، ی به ی (٠, π٢ ] و [−π
٢ , ٠) بازۀ دو روی ول نیست ی به ی دامنه اش روی csc تابع •

است. ی به ی (π٢ , π] و [٠, π٢ ) بازۀ دو روی ول نیست ی به ی دامنه اش روی sec تابع •

م کنیم اشاره مثلثات نسبت های میان مهم رابطۀ چند به ادامه در
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زاویه دو تفاضل و مجموع شامل مثلثات فرمول های

sin(α± β) = sinα cos β ± sin β cosα

cos(α± β) = cosα cos β ∓ sinα sin β

م آیند. دست به زاویه نصف فرمول های کنیم استفاده جمع از و α = β دهیم قرار اگر

sin(٢α) = ٢ sinα cosα

cos(٢α) = cos٢ α− sin٢ α = ٢ cos٢ α− ١ = ١ − ٢ sin٢ α

مثلثات توابع حاصلضرب فرمول های

sinα cos β =
١
٢
(
sin(α + β) + sin(α− β)

)
sinα sin β =

١
٢
(
cos(α− β)− cos(α + β)

)
cosα cos β =

١
٢
(
cos(α− β) + cos(α + β)

)

دهید نشان .۴۶ مثال

sin(٢α) =
٢ tanα

١ + tan٢ α
·

م کنیم. شروع راست سمت از حل.

٢ tanα

١ + tanα
=

٢ sinα
cosα

١ + sin٢ α
cos٢ α

=
٢ sinα
cosα

cos٢ α+sin٢ α
cos٢ α

=
٢ sinα

١
cosα

= ٢ sinα cosα = sin ٢α·
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